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Àííîòàöèÿ
Â äàííîé ðàáîòå ìû íàõîäèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìåòðè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè, òî åñòü ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ëè èçîìåòðèé, äëÿ óíêöèé,
çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: (ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî, ìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, äæåòû,
äèåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò, èçîìåòðèè.)
1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â äàííîé ðàáîòå ìû íàõîäèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìåòðè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè óíêöèé, çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2 ìû âûáèðàåì ìîäóëü Ïóàíêàðå. Òàêèì
îáðàçîì, ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü êàê âåðõíÿÿ ïîëóïëîñ-
êîñòü R
2
+ , ñíàáæåííàÿ ìåòðèêîé
Θ =
dx2 + dy2
y2
.
Ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé äëÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ñîõðàíÿ-
þùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé. Ýòà ãðóïïà èçîìîðíà ïðîåêòèâíîé ñïåöèàëüíîé
ëèíåéíîé ãðóïïå
PSL2(R) = SL2(R)/Z2,
à ïðåîáðàçîâàíèÿ, âõîäÿùèå â ýòó ãðóïïó, ñóòü äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
âèäà:
z →
az + b
cz + d
,
ãäå ìàòðèöà (
a b
c d
)
∈ SL2(R).
Àëãåáðà Ëè èíèíèòåçèìàëüíûõ èçîìåòðèé ïëîñêîñòè L2 èçîìîðíà àëãåáðå
sl2(R) è ïîðîæäåíà âåêòîðíûìè ïîëÿìè:
A = ∂x, B = (x
2 − y2)∂x + 2xy∂y, H = 2x∂x + 2y∂y,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:
[H,A] = −2A, [H,B] = 2B, [A,B] = H.
Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû Ëè PSL2(R) íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2 ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå ñèìïëåêòè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî 2 -îðìû
Ω =
dx ∧ dy
y2
.
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Ñêàæåì, ÷òî äâå ãëàäêèå óíêöèè f1 f2 , çàäàííûå â íåêîòîðîé îáëàñòè ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
g ∈ PSL2(R) , ÷òî
f2 = f1 ◦ g
−1
â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Îïèñàíèå êëàññîâ ìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ óíêöèé ìû ïðîâîäèì â äâà ýòà-
ïà. Ñíà÷àëà ìû íàõîäèì óñëîâèÿ ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè óíêöèé íà îð-
ìàëüíîì óðîâíå (òî åñòü íà óðîâíå ∞-äæåòîâ óíêöèé). Ýòî äîñòèãàåòñÿ îïèñà-
íèåì àëãåáðû sl2(R)-äèåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
(ñì. [1℄). Ïîñëå ýòîãî ìû ñâîäèì çàäà÷ó ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ê ïðîáëåìå
ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êîíå÷íîãî òèïà, îòêóäà è
ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êëàññà ðåãóëÿðíûõ óíêöèé.
2. Àëãåáðà ìåòðè÷åñêèõ äèåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jk(L2) ìíîãîîáðàçèå k -äæåòîâ óíêöèé, çàäàííûõ íà ïëîñ-
êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2 .
Êàæäàÿ èçîìåòðèÿ g ∈ PSL2(R) ïðîäîëæàåòñÿ (ñì. [2℄) äî äèåîìîðèçìà
g(k) : Jk(L2)→ J
k(L2)
ïðîñòðàíñòâà k -äæåòîâ.
Àíàëîãè÷íî, êàæäàÿ èíèíèòåçèìàëüíàÿ èçîìåòðèÿ X ∈ sl2(R) ïðîäîëæàåòñÿ
äî âåêòîðíîãî ïîëÿ X(k) íà ìíîãîîáðàçèè k -äæåòîâ (ñì. [2℄).
ëàäêàÿ óíêöèÿ I , çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Jk(L2) , íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷å-
ñêèì äèåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà ≤ k , åñëè
I = I ◦ g(k)
äëÿ âñåõ èçîìåòðèé g ∈ PSL2(R) .
Ïîñêîëüêó ãðóïïà PSL2(R) ñâÿçíà, òî ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî
A(k)(I) = B(k)(I) = H(k)(I) = 0.
Ñîîòâåòñòâåííî ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ (ñì. [2℄)
∇ ∈ C∞(J∞(L2))⊗D(L2)
íàçîâåì èíâàðèàíòíûì ìåòðè÷åñêèì äèåðåíöèðîâàíèåì, åñëè ∇ êîììóòèðóåò
ñ ïðîäîëæåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû èçîìåòðèé, òî åñòü
[∇, A(∞)] = [∇, B(∞)] = [∇, H(∞)] = 0.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, íàëè÷èå PSL2(R)- èíâàðè-
àíòíîé ìåòðèêè è èíâàðèàíòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
ïî êàæäîìó ìåòðè÷åñêîìó äèåðåíöèàëüíîìó èíâàðèàíòó I äâà èíâàðèàíòíûõ
äèåðåíöèðîâàíèÿ.
Ïåðâîå èç íèõ, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç ∇I , îòâå÷àåò ãðàäèåíòó I îòíî-
ñèòåëüíî ìåòðèêè Θ , à âòîðîå, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì γI , ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëü-
òîíîâó ïîëþ ñ ãàìèëüòîíèàíîì I îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé
îðìû Ω .
Áîëåå îðìàëüíî êîíñòðóêöèÿ ýòèõ äèåðåíöèðîâàíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
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Ïóñòü f ∈ C∞(L2)  ãëàäêàÿ óíêöèÿ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî,
à Skf ⊂ J
k((L2))  ãðàèê åå k -äæåòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç If çíà÷åíèÿ äèåðåí-
öèàëüíîãî èíâàðèàíòà I íà óíêöèè f , òî åñòü
If = I
∣∣
Sk
f
∈ C∞(L2).
Ïóñòü òàêæå ∇I,f  îãðàíè÷åíèå ïîëíîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ ∇I íà S
∞
f . Òîãäà
∇I,f ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì óíêöèè If îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Θ , èëè
∇I⌋Θ = d̂I,
ãäå d̂ : C∞(L2)→ Ω
1(J∞L2)  îïåðàòîð ïîëíîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ [2℄.
Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëèì äèåðåíöèðîâàíèå γI îðìóëîé
γI⌋Ω = d̂I.
Èíâàðèàíòíîñòü ýòèõ äèåðåíöèðîâàíèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç PSL2(R)-
èíâàðèàíòíîñòè Θ è Ω .
Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ äèåðåíöèðîâàíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
Ïóñòü (x, y, u, u1, . . . , uσ, . . .)  êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå äæå-
òîâ. Òîãäà óêàçàííûå âûøå äèåðåíöèðîâàíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
∇I = y
2
(
dI
dx
d
dx
+
dI
dy
d
dy
)
,
γI = y
2
(
dI
dy
d
dx
−
dI
dx
d
dy
)
,
ãäå ÷åðåç
d
dx
è
d
dy
îáîçíà÷åíû ïîëíûå ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî x è y ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíûå äèåðåíöèðîâàíèÿ γI , îïðåäåëèì ñêîáêó íà àëãåáðå
äèåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ:
[I, J ] = γI(J),
ãäå I è J  ìåòðè÷åñêèå äèåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû.
Îòìåòèì, ÷òî ñêîáêà [I, J ] òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì äèåðåíöèàëüíûì
èíâàðèàíòîì.
Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Àëãåáðà ìåòðè÷åñêèõ äèåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà ïëîñêî-
ñòè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ñêîáêè:
[I, J ] = y2
(
dI
dy
dJ
dx
−
dJ
dy
dI
dx
)
.
Èñïîëüçóåì òåïåðü ïîñòðîåííûå èíâàðèàíòíûå äèåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ îïèñà-
íèÿ àëãåáðû ìåòðè÷åñêèõ äèåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî óíêöèÿ
u : J0(L2) = L2 × R → R
ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì äèåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íóëü.
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Ïîýòîìó ìû èìååì äâà èíâàðèàíòíûõ äèåðåíöèðîâàíèÿ:
∇u = y
2
(
u1
d
dx
+ u2
d
dy
)
è
γu = y
2
(
u2
d
dx
− u1
d
dy
)
.
Ïðèìåíÿÿ äèåðåíöèðîâàíèå ∇u ê èíâàðèàíòó u , ïîëó÷àåì ìåòðè÷åñêèé äè-
åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà:
J1 = ∇u(u) = y
2
(
u21 + u
2
2
)
.
Áîëåå òîãî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìåòðè÷åñêèå äèåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû
J0 = u è J1 = ∇u(u) ïîðîæäàþò äèåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íå
âûøå, ÷åì 1.
Ïðèìåíÿÿ èíâàðèàíòíûå äèåðåíöèðîâàíèÿ ∇u è γu ê èíâàðèàíòó 1 -ãî ïî-
ðÿäêà J1 , ìû ïîëó÷àåì äâà ìåòðè÷åñêèõ äèåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòà 2 -ãî ïî-
ðÿäêà:
J2(1) = ∇u(J1) = 2y
4(2u1u2u12 + u
2
1u11 + u
2
2u22) + 2y
3(u2u
2
1 + u
3
2),
J2(2) = γu(J1) = 2y
4(u1u2u11 + u
2
2u12 + u
2
1u12 − u1u2u22)− 2y
3u1(u
2
1 + u
2
2).
Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äîëæåí áûòü åùå îäèí äèåðåíöèàëü-
íûé èíâàðèàíò 2 -ãî ïîðÿäêà J2(2) , óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûé ñ J2(1) .
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ýòîò èíâàðèàíò, çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ =
= −y2(∂2x+∂
2
y) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé PSL2(R) ,
ïîýòîìó äèåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ
∆̂ = −y2
(
d2
dx2
+
d2
dy2
)
êîììóòèðóåò ñ ïðîäîëæåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû èçîìåòðèé.
Â ÷àñòíîñòè, ýòîò îïåðàòîð òàêæå ïåðåâîäèò ìåòðè÷åñêèå äèåðåíöèàëüíûå
èíâàðèàíòû â ñåáÿ. Ïîýòîìó óíêöèÿ
J2(3) = ∆̂(u) = −y
2(u11 + u22)
ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì äèåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì âòîðîãî ïîðÿäêà, à äè-
åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû J0, J1, J2(1), J2(2), J2(3) ïîðîæäàþò âñå äèåðåíöè-
àëüíûå èíâàðèàíòû äî ïîðÿäêà 2 âêëþ÷èòåëüíî. Ïîäñ÷åò ðàçìåðíîñòåé ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2. Àëãåáðà ìåòðè÷åñêèõ äèåðåíöèíâàðèàíòîâ íà ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî ïîðîæäåíà áàçèñíûìè èíâàðèàíòàìè J0 = u è J2(3) = −y
2(u11 + u22) ,
à òàêæå âñåìè èõ èíâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè âäîëü ∇u è γu .
3. Èçîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óíêöèé
ëàäêàÿ óíêöèÿ f ∈ C∞(L2) , çàäàííàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè çíà÷åíèÿ J0,f , J1,f äèåðåíöèàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ J0 è J1 íà ýòîé óíêöèè â ýòîé îáëàñòè íåçàâèñèìû:
dJ0,f ∧ dJ1,f 6= 0.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî åñòü åñëè dJ0,f ∧ dJ1,f ≡ 0 , óíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ
ñèíãóëÿðíîé.
Èíà÷å ãîâîðÿ, óíêöèÿ f ñèíãóëÿðíà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
f2x + f
2
y = y
−2ϕ(f)
äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè ϕ .
Åñëè óíêöèÿ f ðåãóëÿðíà, òî çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿ-
þòñÿ óíêöèÿìè J0,f è J1,f . Òåì ñàìûì óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äè-
åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2 -ãî ïîðÿäêà:
J2(1) = A(J0, J1),
J2(2) = B(J0, J1),
J2(3) = C(J0, J1).
(1)
Âûðàçèâ âòîðûå ïðîèçâîäíûå u èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìû ïðèõîäèì ê ýêâè-
âàëåíòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
u11 = cy
2u2
2(u2
2 + u1
2) + b(u1
2 − u2
2) + au1u2 +
u2
y
,
u12 = −cy
2u1u2(u1
2 + u2
2)−
a
2
(u1
2 − u2
2) + 2bu1u2 −
u1
y
,
u22 = cy
2u1
2(u1
2 + u2
2)− b(u1
2 − u22)− au1u2 −
u2
y
.
(2)
Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîíå÷íîãî òèïà, à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò 3 . Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ðàâíà 3 , åñëè ýòà ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðîáåíèóñîâà òèïà.
Â ñëó÷àå, êîãäà ðåãóëÿðíàÿ óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (2), äåéñòâèå
ãðóïïû èçîìåòðèé ýåêòèâíî è èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ýòî
äåéñòâèå òðàíçèòèâíî. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ýòîì ñëó÷àå ëþáûå äâà ðåøåíèÿ ïåðåâî-
äÿòñÿ äðóã â äðóãà èçîìåòðèåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Òåîðåìà 3.
A. Êëàññ PSL2(R)-ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíûõ óíêöèé íà ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ óíêöèÿìè A , B , C , çàäàþùèìè çàâèñèìîñòü ìåòðè÷å-
ñêèõ èíâàðèàíòîâ 2-ãî ïîðÿäêà J2(1), J2(2), J2(3) ÷åðåç èíâàðèàíòû J0, J1 .
B. Ôóíêöèè A , B , C , çàäàþùèå êëàññ ìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, íå ïðî-
èçâîëüíû, à óäîâëåòâîðÿþò 2-ñîîòíîøåíèÿì (ñèçèãèÿì), êîòîðûå ãàðàíòèðóþò,
÷òî ñèñòåìà äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðîáåíèóñîâà
òèïà.
Summary
N.G. Konovenko, V.V. Lyhagin. On Metri Equivalene of Funtions on the Loba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Plane.
We nd neessary and suient onditions for funtions to be equivalent with respet to
the isometry group of the Lobahevski plane.
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